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- 13:19構造化学 10 回 目

水素原子 、 多電子原子 の 電子構造を調べ た
。 今回 は最も

簡単な 分子である 水素分子 イオンを学ぶ
。
たくさん近似を入れつつも

、

分子の 結合を理解できることに 注目 。

ポイント
・ 原子軌道の線形重ねあわせで 分子軌道を作る
LCAO (Linear Combination of Atomic Orbital)近似の導入
・・ 分子の 中の原子は存在が区別できるほど原型を たもっている
原子核中の 陽子 。中性子は ドロドロに なの原型は保たれてない

LCAO 近似を用いつつ さらに 分子積分 を 定義 する
重なり 積分 、

クーロン種分 、
共鳴 積分
-

近似

10 - 1 水素分子イオン の シュレーディンガー 方程式

1 0 -2 LCAO 近似

103 水素分子イオン の シュレーディンガー方程式 の 変分法 による 解

1 0 -4 水素分子 イオンの 波動関数とエネルギー
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10- 1 水素分子 イオンの シュレーディンガー方程式 13123

○
「 水素分子 イオン の 図を書くと 左図 のよう
Y \「B に 原子核が2コ 、

電子 が 13 ある
。

•
_ 。

A R B

et et 原子核 の距離を R
、

電子-核A の距離 を に
電子核13の 距離を B と する。

ここから 核は停止している という ボルン 、 オッペンハイマー近似 を用いる と

た栱 は重いので静止 している と考える も 核の運動 エネルギー項は 定数)
ハミルトニアンは 原子 単位を用いて

i.が 一点で tt
tried tried terms href

となる 。 ③ の

各項は
、

① 電子の 運動 エネルギー

② 電子 ・ 核A の 引力 ポテンシャル エネルギー

③ 電子 - 核 13の 引力 ポテンシャル エネルギー

④ 核へ-.- を行っ 斥力 ポテンシャル エネルギー

となっている。
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LCAO 近似 した 27

分子の シュレーディンガー方程式を 解くため に は
、
LCAO 近似が よく

用い られる
。
現在の 量子化学計算でも、

ほぼすべて この近似を用いている
。

LCAO近似= Linnean Combination of Atomic Orbital 近くが
直訳 に 原子軌道の 線形 結合をとるという 近似

考え方 : 前回
、
原子の 軌道を 求めた。 分子の軌道は

、
原子軌道を 単に

線形 結合 とるだけで 作られる
。

かなり 簡略化されて いる ように見えるが
、
非常に良い近似であること がわかっている

。

まず
.

水素 分子 イオンでの 電子 の ふるまいを考え
、
そこから LCAO近似

していて 納得 して ゆく

• H - H
。
が 無限に 離れている場合 を考える

電子は どこに あるか? )瀆て 儀式籯 し て通う 考えられる
.

.

.

.

. e
. ヽ

① i
・ 1 .

.
HA ' HB

、
1

-.-
② ・ i.li1

HA ・ HD .
.

.
.

.



13:27

r.
-_- F

n ! 32
① i

・ 1 .

.
HA ' HB

、
1

-

の 場合 の気は 水素 原子がb 存在し、陽子が また別に存在する と考えられるので
-

水素分子体のシュレーディンガー 方程式をといて波動関数を 求める と

4煽)
となる 。

知 は
、 水素 原子の シュレーディンガー 方程式 の 駅としての ls軌道

。

一方 、
_

。
_e

② .
i . I

i 1
HA ・ HD .

.

.
.

.

の場合
、同様に4p (B) が 、 この系の 解 となる

週のもの
では 、 陽子が

、 有限の場合はどうなるが、

一次近似 として
、

4WA) と4、怜)

の 線形 結合をとったもの を考え
-

スカラー CA % ( ht) t Gと は )
CA

,
を変数として分子軌道を つくる ( 二 LCAO近似 )

い、a は最適になるよう に 定める
。

分子の計算は
、こんな 雑で いい の か ? Yes . 非常に良いんが わかっている

基本的に 、
関数は 原子軌道の記述を良くする だけで扮

。
負 イオン化 した時など 関数

を分子 の 中心 に 置く こと はある



1313210-3 水素分子 イオン の シュレーディンガー 方程式の 変分法による 解 に 37

月 を系の ハミルトニアンとして たいディンガー方程式は

月 4。 = E。40
のよう に表わされる (と は 1で の 基底状態 Eoは 基底状態の エネルギー)

o 、

両辺に 4.と を かけて、
全変数で積分する と

.

GT4。 de = E。 GE 4. di 、
変形すると

ft H
4.dt.EE/4f4odt-

と なる
。
% でなく 任意の 関数 4 を 用いたらどうなるか?

E = 伴𥫣
/00 0に

3 E。

一般に E s Eo が 成立する 。

これを 変分 原理 とよぶ

コメント

• 9 を試行関数と いう。

• d が t。 のときのみ 等号が 成立する
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ii.

変分法
mit EGJ =

1 0*H 0 di
min

'

ーーーー

4 4 1 で 4 dt

と考える
。 2の とき 、

min E [43 3 E。 が成立 する
中

_
意味 試行 関数 4 を 動かして、 Eid] の最小 値 を 得たと

する 。
これは 、

その 試行関数 d の 空間 の 中で最も 良い関数
を与える

。

金進 甚底状態について しか使えない。

例題〇、水素原子 の難状態 の波動関数は 虹 出 てど だったが

試行間数を 4が ) = Ne
"に と したとき
+は運

min EGM) J を 求める。
またそのときの の を求める

の

角の○ かなり複雑な計算を して た (4いは)に もの 一 fj
と 求まるので これも の につい て微分 し

、 0 になる点を求める とは
8

となる。

よ、~ min E = n きた = -0.4244 と なる
。 水素の Is の エネルギーは

の

-0.5 であり 、 -0.42447-0.5 の 成立もお屁認できる。
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コメント 1 1

13:50

4 は 以前みせた任意の間数の mxm近似 上 の 関数空間 を動く

とする
。

Hは、 (巨大な)nxm 行列 なので 固有値は 、有限個しかない
。

従って

この場合
、
有限性より

、
変分 原理

、
変分法は 自明 となる
-

Hを nxn エルミート 行列 と思うと長春氏固有値は 必ず n個 。 存在する
固有値を aofたく たい と ならべ

、
対応する 国有 べりがした

。

No 、ルー とする
そこで

Hx
。=
入。Hornet

の 2 つ を 考える と
.

T =
. min は、

HD /との
x Eが

とか である
-_-

証明。

「
g EMIKI は*はり Hの 固有ベクトル Elia

,
_n .

を用いて 展開可能
n

n

へ
つまり な[ つた Ci ci EE ,

[ (に 1 となる
。

i
' i

Hg = [Hxi G =[Xiで Ci
で

「聖蘂!::器 馬エルミート 行列 の性質を 思い出そう 忘れている 人は 要注意

• 固有値が 実数

ユニタリ 行列 で対 角化可能

固有ベクトルが 正規直交基底 をなす。
いか L
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コメント 2
、

一般に量子力学 で出てくる H の 次元は無限 である
。
このとき

、

HN =をoxo が存在するか? という問いも設定できる

"

存在する
"

と 考える のが 物理的思考 である

• to → - a と なるのであれば
.

いくらでも基底状態の エネルギー

が下がる 、
系 としては 不安定、

原子
、 分子なら 存在しえない

。

"
証明が ない から 何とも言えない とするのが 数学的 思考である。

コメント 3 .

例題 変分法は 基底状態専用だ といったが 正しくは ない
。

励起状態を計算できるよう に拡張せよ
、
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LCAO 法と 変分法
、

水素分子 イオンの 波動関数の 刑 を
_

LCAO近似で表すと

4 = CAに t CBGB で あった

これに 変分 法を 適用 してみる 。

まず
、
全 エネルギー の表式 を求める

E -
1 0選!継始で㘅 )は (いた北呦
.name_

た

ftdt S は0で北が惻 (ahty) 比

である
。
ここに 積分を 文字 におきかえて 、式の 見通しを良くする

fqf H た dt = HAA この

件が Hdp dt-HBB.tt 、

"が " 出た = HAB = y。 。 p

| をおく、

1䗥。
di = s

|
さらに 規格化条件 として

」

(4月 4。 dt = 5 0が dで 1
.

も 条件 に入れる。

s
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1401
すると ・

E =
(ctcatGT ) の t (くが Gnt Ca) P
-

(はCatCSG) t l Catは S

つまり
、

(ICat et CB ) に 北はCatは CB)ES

= EECA tは93 )の t (はCpt CA) P .
となる

。 CA
,CDを 動かして、 最小値を 得たい。

そのためには 、 E を CA , Cp
で 偏微分して

. 0 となる 点を 求める
OE

T.
と 0

.

I = o
.

dCo

と なり
、

これから .

.

CA Et GES = CadetGO.GE
t CAE S = CBd t CAP .

が得 られ
、 瓿と すると

{ CAは
一 日) t Cp - ES) = 0

CA (p.ES?tCBCd-E)=O

となる。
この 連立方程式 は CA = G .

. 0 という 自明な解
以外にも

へー次 、

隣 で辴
のとき、 解 をもっ 、 (非自明な能 )
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k : 05

| がた号 が
、制 ) = 0 と なる に は、 2つ あり、

それぞれ

Eにt
,

Eで
の

_
となる 。

En の とき、 CA = G .

E
2の とき 、 CA = - CB と なる こと

も 容易にわかる
。

規格化 条件より CA
,
Gを求めよう

4. = a した +0か とおく
、

1 4は 4 、 di = 9
2 Mi + 0が)は七%)に

こい (せきた +4がた+0𦀌 + GT ) di

= d | 4月 4A dttftfdadttfyhdttk.ae
=(2+25)=1
よ、て 4 、

= nigricans (4At QB)
同様に dz =

2 ( 1 -5)felt (な制 を 得る
。



14:05

14%710-4水素 分子 イオン の 波動関数とエネルギー について

水素分子 イオン のシュレーディンガー方程式 を解いて 得られた 波動 関数は

し た
'幽 した+4が

42=1
_
- ( 4日 - dB)

で あけて
。
ただし 、

4.晌) =楽 20し た (n ) =武 2では であった
、

また エネルギーは .

Eに t Eiy であった
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ii.
4,1いいて 見てみよう . di

'幽 Math)

d. の 図 を書く と
. 下のよう になる。

Al
4畑) 4がか

。 煽慆※いた の

電子 は
、
核 の 間 にも 存在 する

、
つまり . 核 どうしの 反発 を やわらげる

ように 働く
、
結合 ができる

.
と 考え られる

。

との分子 軌道を 結合性 軌道とよぶ

← E → 反発
反発 「

核 核

電子の砙は 反発をうちに第
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※15012についてみてみよう た =武が4日 - h )
4

i

EdYで憖
電子が存在しない

/
原子軌道は 逆の 符号で 重なり あっている 。

原子間の 電子 の存在 しない

空間ができる
電子が存在しない

咷・

も、を分子の 反結合性軌道とよぶ



14:15

積分と エネルギー の意味 で

14:19

fqf H た dt = HAA この

件が Hdp dt-HBB.tt .
f 4が H 4。dt HAB = HBA と

PHTdi = S

この意味を考えよう、

1 0やHand = |*th -h +が知 に
= Eに 信 がdrt が
rrer lrentled hrt

水素はエネルギ な 核間反発

○獮: 爕濱



14141/21/4と di が 重なり 積分 、

原子軌道の重なりが 大きいか 小さいか ? なーね がただと

小さくなる
.

~0 rirpだと 1 に 近く なる
.

S =小 ~0

x.
-_-

-.- -_- - x
VA の

S =ス ~ 1

r

ながた

Of SEI とできる
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14/2/0がHeidi = p re
水素原子の バルにアン

= 手が ( に 京治 tが 、出水誠波動癥

ニ 手が Es - di - 健和 di t feet de
,

esse

'

eee

= r Et s S - 手學dt.tthrt
listened Level

Is の エネルギー よくわからない
「

核間反発 x 重なり 積分
で 重なり積分 量子力学的項 te

•

量子力学 的 とりあつかい をすると 、 古典的 には解釈しづらい損が
出てくる

。
それらは あまり 解釈 しよう と しない方 が良い ことが多い
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