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構造 化学 7 回 目 ら : 20

今回
、
次回 は

、 水素 原子 の
「

シュレーディンガー 方程式を 解いて 、 そのエネルギー
準位(エネルギー固有値たち) および 、 波動・関数 を求めて その 性質を 議論する

7. 1 状態の 縮退 、
同じ 固有値 をもつ 違う 状態

7.2 極座標での ラプラシアン の計算

7.3- 水素は 子 の シュレーディンガー 方程式 をたてる

7.4
、 水素は 子 の シュレーディンガー 方程式 の 変数分離

伏線 変数分離
・ 2次元の 井戸 の 中 の粒子

' r = 05 0 の 図示
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7、 1 状態の 縮退 、
同じ 固有値 をもつ 違う 状態 13:25

状態が鷹越している 、 とは
.
A という 物理量の 国有間数 4,4 について

、 A t.at
、
AYet %に 定数で第

が成立 している とき
、

を さす 固有値 は同じ 9で ある

状態の 縮退 の 例 1。
あなたは 1 万 円もって いるとする

。

お金演算子 をシュにディが 方程式 と思うと)

の固有状態 になっている 。

お金 や君 ) = 1 万円 やま)

このとき
、
A君は 1 万 円を 札で 持っているが、 5千円 × 2でもって いるか ?

という 自由度 がある。
合計 1万円 というだけでは 決まら ない

。

完全に決めるために は、

違う 演算子 を用いて
、

決め られる
。
例えば

_
硬質演算子 、

電子 マネー演算子 など
.

(お金 ) A号 ( 10000札) = . 1 万 円 A号 ( 10000札)

(お金) Aも。 (5000×2) = 1 万 円 A者 (5000×2)

(お金) A引1 円 × 1万まり = 1 万 円 A引1 円 × 1万まり
、

この 3 つ の 状態 は 違う けど 、 固有値は 同じ

⇒ 状態が 縮退している という
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縮退の 例

2_c~r.fi
"

2次元の 井戸の 問題

前回 やって 1次元の井戸の
・ ・ !

問題 をでたえん拡張する !

⇐簿
☆ ONE a.

0とyab の とき V いいが 0

に。
そうでない場合 Uには)二 もなる とする .

.
系の ハミルトニアン II (っ彼は

はいいり) = {淛
嵓𡋗り 0似9,0はは

0 otherwise

の よう になる
。

シュレーディンガー方程式 は

A には) 4いは) = E4 いしは)であり .

陽に書くと 、

一式感涂り 4いは) = E 4ツか
の よう に なる
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し
いし ろ し

、
変数分離でとける

.

4いい=水がくしか と おいてシュレーディンガー方程式に代入 すると、

-弐 も %覺 + ×いり哲學 ) = E (といいとい)
両辺を 加いとな) で 割ると、

}は定数法 {対談 + 姑器 } = E
-

てだけの関数
しまてmi

まだけの 関数
孔だけの 間数、 なだけの 関数の 部分 を加えて 定数 となるので 、

一連 '
_

8器 = En
,

-島 で。
。器 =Ey となる

。

ここから は 一次元の 井戸 の 中の粒子 と 同じ ように 解けて

✗いい=T sin
れ琴

、
とは)=T sin

^棏
全波動関数は

いい点 sin
"楽T sin

"る
。
迎

固有値は
EmMr j (YE )) mに 1.2.3 -

My= 1, 2,3 - i

と求まる
。



1 3 ! 3 1

1 3! 35Mn
、My Mn= 1 ,2,3 - Myこいらが の 様になる

これについて 考えて みよう 。 Na My が とりうる 組は
.

Mn . My) = Ch 1)
= しり

、
しし
.
2)

= しろ 、 り いり 、
しし 、

3)

=(4 、 Y (4 ,2) G .3) 、
と4)

(5 , 1 ) (5,2/15,3) (5.4)
となっている

。 もり
次 ページ輿

範の数は many-1 と なっている

物理量の縮退について

2次元の 井戸 の 場合、 ebの とき エネルギー 固有値の額 な 縮退 が出て くる
.

L

Emmi 点 (Y +f ) として libで
、詩 ( 会

を
一笥

例えば
Mn = 1

, My= 2
エネルギーは 同じ E

2、 に EA| Mn = h My = 1

この 場合 ル軸 とは軸の 入れかえたもの に なっている

系の 対称性 によって
、
エネルギー や物理量の 縮退 が出る 場合がある

eb
H的)41,2には) = Ei .24 . . 2 (とり)の とき } Ha .の 4、、 (刈) = En 、4いしい )

と
、

縮退している
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に は車間 の入れかえで
同じ
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13 、 山
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は 45
7 -2

、
極座標系 での ラプラシアン の計算

後ほど 水素原子 のシュレーディンガー 方程式 をとくが そてには
、 (品で最十点)という

ラプラシアン とよばれる 従兄分 。
演算子が出てくる

。 水素 原子は、
球状 なので

註 +最一、 嵓を 直接扱うの は 、 見通し が悪い
。
極座標系を 用いる とよい

.

ここでは
、
その

ラプラシアン の 変換のやり方 を確涊する
• 2次元の ラプラシアンの 極座標への変換

、

ny 2次元の極座標系だと
、

一炅noir cos
o

まこん sin 。
「 》0,00<2た|違※、 となる 道額は

1た 時a.域 超 重要
問題○ に 1 を (な) 座標 に 図示なし略」 f 〈 8

. 0) - (1.*)

問題)○ に 050 を (呦罇に図示せよ ( r,0) = ( cos0,0) 一、

な
ル= w)20 = 娼、 i地 cos20)

、_、○昈?
"

t.ws 0 sin0 = t into

x を使う とよい

( r〈0は
、
自 になるように 図示 した )
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13:50
r での 4高微分を つはで表すと

品 楽品楽な
'

この 議論の やり方 は
3法でも 使う ので

、○= cos08。 七心品 知ってても度視しないでネ

0で の 偏微分を っしはで表すと

品濃岳に 長品
=
- r sin。品 rwsof

これを 行列で表すと 、

1 1 J

(劓 品 鱵
この 逆行列を求めると し 51

蠟鬭龢・

さらに
、

2回 作用させる と
(J

-

ip
喆嵓 米 託跳で 最 となる
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、
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3次元の 極座標
3 次元の カーテ シアン 座標系は

し は , Z ) で表わされるが
、

極座標 は (r , 0 ,0) で表わされる

。

ただ迹/'※なこの 対応は 左図 のようになる
、

っし

遠い 岩塤) を na ¢ に変換 する必要が 出てくる
。

しかし
、これは 考えてやらないと超絶めんどくさい

、

ただ
、
考えてやる と

ある程度簡単 にはなる が、 その 道具立てが これまためんどくさい 。

ここでは、 sympy を用いて 超絶めんどくさい計算を コンピュータ に やってもらう ことに した
。

すると 「だけ r

齶蠟 =Fiti機齶!雌、
-_-

となって 、
教科書 などの 結果 と 一致した

。

注意点は のだけの 項 、 r と ) のみの 項の 積の 頃 と 変数が
、

ほぼ分離されている
、
である

。
後に を 両辺にかけ 完全に変数分離する

2

問題〇 歯を ' 剝 = 球者( sinof) を確認 せよ



三次元球面座標系におけるラプラシアンの表式を求めるラプラシアンは関数 に対して

であるが、これを変換して直交曲線座標系 について求める。 https://hogeocraft.blogspot.com/2016/12/python-
sympy.html (https://hogeocraft.blogspot.com/2016/12/python-sympy.html) を参考にした。

f
f = + +∇2 ∂2

∂x2
∂2

∂y2
∂2

∂z2

(r, θ, ϕ)

�)5���� ##,,**(( --22((++22 &&((++**,,.. �
&)&.�+,&).&)$��
, � �2(�*'��,��,"�'���,,//""� +*-&.&0"���,,//""�
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極座標を以下で定義する

�)5�	�� 1 � , � -&)�6� �  *-�ϕ�
2 � , � -&)�6� � -&)�ϕ�
3 � , �  *-�6�

�)5�
�� 123 � �1� 2� 3�
123

�)5���� ,.+ � �,� 6� ϕ�
,.+

 を求める( = J(∂
∂r

∂
∂θ

∂
∂ϕ )t ∂

∂x
∂
∂y

∂
∂z )t

�)5���� � � ��.,&1�
 � 
 � ��",&0�.&0"� � �  	� ##**,,  	 &&)) ,.+ ##**,,  � &&)) 123��
� � ��!*&.��
�

J の逆行列を求めることが重要となる。

�)5�
�� �)0� � -&(+'&#2���&)0���
�)0�

Jの逆行列演算子 = ヤコビ行列を二回作用させて二回偏微分を得る。

�)5���� # � �/) .&*)��#���, � 6 � ϕ�

�/.�
�� [r sin (θ) cos (ϕ), r sin (ϕ) sin (θ), r cos (θ)]

�/.���� [r, θ, ϕ]

�/.���� ⎡

⎣
⎢⎢

sin (θ) cos (ϕ)
r cos (ϕ) cos (θ)
−r sin (ϕ) sin (θ)

sin (ϕ) sin (θ)
r sin (ϕ) cos (θ)
r sin (θ) cos (ϕ)

cos (θ)
−r sin (θ)

0

⎤

⎦
⎥⎥

�/.�
�� ⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢

sin (θ) cos (ϕ)

sin (ϕ) sin (θ)

cos (θ)

cos (ϕ) cos (θ)
r

sin (ϕ) cos (θ)
r

− sin (θ)
r

− sin (ϕ)
r sin (θ)

cos (ϕ)
r sin (θ)

0

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥

Laplacian_spherical http://localhost:8888/nbconvert/html/Laplacian_sph...

1 / 2 2018/11/06 17:21

13 と 5 5

らは 7

f. 品 +崇部長ってな

Titans

= 道行列
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�)5�5�� 7

�/.���� ⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢

f (r, θ, ϕ)∂
∂r

f (r, θ, ϕ)∂
∂θ

f (r, θ, ϕ)∂
∂ϕ

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥

�/.���� ⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢⎢⎢

sin (θ) cos (ϕ) f (r, θ, ϕ) − +∂
∂r

sin (ϕ) f (r,θ,ϕ)∂
∂ϕ

r sin (θ)
cos (ϕ) cos (θ) f (r,θ,ϕ)∂

∂θ
r

sin (ϕ) sin (θ) f (r, θ, ϕ) + +∂
∂r

sin (ϕ) cos (θ) f (r,θ,ϕ)∂
∂θ

r
cos (ϕ) f (r,θ,ϕ)∂

∂ϕ

r sin (θ)

cos (θ) f (r, θ, ϕ) −∂
∂r

sin (θ) f (r,θ,ϕ)∂
∂θ
r

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥⎥⎥

�/.�����

f (r, θ, ϕ) + 2r f (r, θ, ϕ) + f (r, θ, ϕ) + +r2 ∂2

∂r2
∂
∂r

∂2

∂θ2

f (r,θ,ϕ)∂
∂θ

tan (θ)

f (r,θ,ϕ)∂2

∂ϕ2

(θ)sin2

r2

Laplacian_spherical http://localhost:8888/nbconvert/html/Laplacian_sph...

2 / 2 2018/11/06 17:21
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7 -3 水素は 子 の シュレーディンガー 方程式 をたてる ※。5

シュレーディンガー方程式を たてる には
、
まず古典 系 ハミルトンア にを 書き下して

Pを 一th品 に おきかえる
、
という こと をする

、

水素原子 は 、 陽子 と 電子 から 成っている ・

これらが、 7-0こかで

に
で幾 引きあっ ていた

、

古典的 ハミルトニアンは

r
・ p が H =塙毬謎二謎)

mp.meは それでれ陽子
、
電子の 質量

また 、 これ は 、 2体問題なので 換算 質量µ

temps
を使うと 陽子が静止しているとみなせ 、 一体 問題に なる

け = 詰 _嚙し た話 ) .
.
.

または mp 》 Me ( 1840 倍 )より 、

陽子は静止している と 考えて も

良い
。
(ボルン - オッペンハイマー近似?

いずれにせよ
、
凶 を 量子化 する と

し りで円 =碔 䟽嵓栂 球 (識)
となる . H KM ,

z ) = Em h (MZ )
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、 6:15
、

さて
、
これを 極座標系になお そう

円 =碔 (䟽岩渕鴻 (識)

齶𣜌 - iiii韜、蕺覺臧、
-_-

を使うと

中 =馮ぼな私も歯斌秈碔澵
- 嚙 i.

と AGM
.
Z ) から は cr、 0.cl) に 変換できた 。
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7 -4 水素は 子 の シュレーディンガー 方程式 の 変数分離 必w

中 =馮ぼな私も歯斌秈碔澵
- 斌で 0.0のみ

は
、
r
,
0 , 01 の 形式だが、

FA を 考える と

に は -_-詰 は私 2話) + (彭毬私龍彭
艹

0,0 のみ

r のみ

r.at) と
.

明確 r
、 、 の和で書ける よって

、

A 4 (r,0.0) = E 41 に0,0)
両辺に v2をかけ 、

MI 4(not) = FE 4(r,0,9 を 開くと
、

メ碔に品+ 2話) -4だ。り +疑磁新碔𠠇}4_relhhhiifoomf.RO/=Rcr)YC0
、 と変数分離 できることがわかった

。
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14:25

4 ( r, 0, 0) = R (r) と(09 ) とおいて、

H 4 - EY に代入して 整理 すると

rのみ を含んだ 方程式 (動径 方向 の 方程式 )
.

馮勢劉 +響幾姫水)
0 0 のみ を 含んだ 方程式 定数

、

-櫧磯璣斌劄 )洵
が得られる。

これを 適切な 境界条件で解けば良い ことになる。


