
構造化学 6 回目

前回量子力学の 導入 と 。一次元の無限に深いポテンャルの中の 1 粒子の門
いた。今回は 量子力学の導入をたった 1回 で 行うという 大変無茶 を 行う

。

従って 全体像 を 大まかになんとなく 人メージをつかんでもらうという 話になる
。

6- 1 線形代数予習 (コニタリ行列 。
エルミート 行列 、

対角化)

6 -2 関数空間がベクトル空間 と 見えてくる 第 1歩 t内積
ー関数をピクセルで表 す比喩 をいい

6 - 3 量子力学 の公理

6 -4 シュレーディンガー 予程式をたてる 一正準量子化、



6- 1 線形代数予習

② 量子力学を語 る 言語 = 線形 代数

QV を 次元複素ペクパし空間 とする
。

Q Jα . β V 52cgでい αxt βgET
線形性

量子力学 で 出 てくる列はさルいに行列とこニタリ 行列 のみ !

B エルミート行列 の定
nxnの 行列 H について Hij = Hjt ! 転置士複素共役 をとってもとにもどる

。

このとき H をエルミート 行列 とよぶ

例 I = 別々 =( !℃ )
、 λ= ( ? 6 ) 、 g-

(

;)

1
l 2 0 6xで

1トに 2 34-5i 0
H =と 書 くことが多 い0 48505 0

Gui o 0 9 t : 転置+複素共役

⑥ユユタリ行列 の 定義

U- T -U +転置共役 が逆行列 になる

例o)v = ( 6 品) H生 ( ! ! 、) 上記 1,σx」σ y」σ Z はIら-に

かつこン例

Idet Ul = 1 ⇐ U は 線形写像とすると

ベクトルの長さを変えない ≠ 屋標変換

ユニタリ 行列 は 、m次元ペクトル 空間の 正規直交基底
e. yezes .emを使って U =( e

,42ez .en) と 書 ける
。



@ 対角化と回有値

7 .nxn行列H 対 して Hx =λ2¢ が成立するとき
n次元ベクトルスカラλ 4)

J水 は 固有ベクトル

λは 固有値とよぶ

2
.

エルーに 行列 のとき
。

。 固有値がすべて実数 (証明せよ )
。 異 なる 固有値に対応する 固有ベクトルは 直交する (証明 せよ)
。 完金な正規直交固有ベクトル系をもつ

けについて H 3Enaλi &i ( i=1 , …m)
n

とすると Hた i&itt を書ける

完全の 意味 :けの 固有ジクトルたちは 必ず n本 とれる
。
に次元の数)

⇒ θLIEE ” もYにco はスカラー )

と Hの 固でクと違迎lm の 線形結合 で書ける !

“ いてでもユニタリ 行列で対角化 できる
。

1UHU+ た“ 評
.

、 n
1

☆ 量子力学では 。でてくるベクトル空間 のえは一般に無限 となる

が 、恐れずに
。有限次元 でクトル空間の 考え方でほぼおしとおせる。

厳密 な議論は数学科の 友人に教えてもらって下さい。



6 -2 .関数空間がベクトし空間に見えてくる 第歩 t内積
ー 関数をピクセルで表すという 比喩をいて一

量子力学で 出てくる 関数十) (: R →¢ ) は 絶対に 乗積分できる。
即ち fofyfdxss
物理的に2 .4/R )。oy1=1子がどこかル存在る率は1にできなけれはつつということかきている。

なるない
。

このような 関数たちの空間 β をセルベルト空間 とよぶ

ヒルベルト 空間 北 は 線形室間凸である !( ? ! ?)

士 2次元 になるが 喩えとして

スマホやタブレット。テレビなど考える 。どんな写真、絵でも映せる (というか
。

そういうものに 限る)

関数+ Dy ) を

了☆ーtnn)-e -
x

すべての 関数 やタゴレットしてうったものを考える

実用的には 1010000m× 101
mのスクリーンを 考え、

てピるゼル10~1x 10
-10000 として

光度 On 10
lo0p0

青正 赤。 員flTkg)の 値を 表す
ほとんどの 関数を fCug) をりン上にとても良 い近似で映せる。

実質無限だがあくまで 有限

スグリーン 、ピクセル光度を無限にとばすのは数学

やって下 さい 、あくまでざっくりいけそうだな 。 的 な

ものです



pixelを左図のに定 して 特性関数Xig {}izo .lR,….Nv-+
hyろがi() Pixel にある '

とき… それ以外

2
=

0 ,1
,
2」
… N-1

N- 1

このときスク( コーン 上に 映る)任意の {関数画像|ψ ( n.n) =Ʃ x'z
=o

(n.s) Cii Cij は実数

で 大変良く 近く似 できる
。

{このとき xij (x .g ) は NXN rixel 空
^ ク州)

有限次えべ^)

簡 い。 基底”となる
。

ル基底 の完全不性 は 、るでも pixel が欠けると
"

つまり 入ij (x ,))がつでも 欠けると
、

ス(リーンに映 る )意の関数通像} は 再現できないものが 生じるを喩えられる

pixel おち
,
Pixel 欠 け

しさ 欠 け
、

「

ドット欠 け

Q
ー基底の完全性が pivel 知 けがなw

{X ^j (oly ) } i =o、 - ル - 1 のような 関数 の組を

基底が全部を 37s完全系とよる“"j : 001 , - N- 1 丫 '
pixe l が 上

pixel 欠けがないものの組



(4に3
~(4: 20

閲数の 内積

量子では4 (2)というΨx)状態が与えられたとき。

(4い中 (x)dxを 内積とよぶ。
ー∞

これを 直観的に 理 解 してみよう。

る次元ペクトル a= Ca, az az ) ba (3 , ba by}

のとき
、

arb : Aib, tarbrtazby
ュ { Aibi
i

であった
。 これを添字を x軸 と思って 関数におきかえる

。

'

b b 2
ai へ

ー

f
an 1r
～

T."b 3

{
ac O≤ 2く (

{
bi σSxc 1

axc7 = az しく )し《 2
b (2x ) =bL ≤<2

ay 2≤x(3 bo 2≤xc3

"



14 ; -20 14 : 30
この 2つの関数の積をとって 積分してみる。
3 3

s aly.bx)dx= Soax .bx,det{, "
aco)bx)dxtSyaxibxidx.

= aub , Sodxt abrSfdr t asboS
.

'
dx

内積 と一致 し=acbrt
[ 0 , 1] 上の 関数 4c) ix)について、 内積 を

1
。
Ψt)*
ψ
(x)dxで 定義する、その 意味を考える。

y

(あとで 、o っ ]でなく[ ~] にしたら 良いので今 は 大らかに考えるJ「

まず 。 ①
. ] で 4 , 中 を N 等分にたんざくのように切りゆけ、 近似する

。

へ中

“!T . .
*
““' .M""…"

して3450 …ー N 分割
したとき

、

{
0世) o≤ xc 化

1 蠅
O≤ IくN

ψx) ψ [ E)氏 <xtd (x) = 心飛E
近似 近浜 i :

4NtExs( 中 () {x{ .

こうすると 。 4 E) .中) .心 ) +4[ )4[) *+4( ) &)N … と 内積を 考えると
自然一方飛肉中) 4 %,x .4(x)dx

なので

内積積分はすると 定義するのが 自然 、
とわかる



どこうへんがベクトル 空間となるか ?( イメージ 、 あいまい )

数( ) ベクトル 突間 も ヒルペル人空間 re

関数 そのもの fix) -

ただし 5)1 Fdx co

二般に無限、 (可算無限 )

特性関数(の有限近似 )靈Xi (x ) = {!以外で=7。2, -~∞
f W ∞

表現 i=1 と屋聞できる

ー

行列の Aij= A tj ).Aij = fxitAc 'ygr'dx成分

1 1張
エルiー人 完全を張る

' A 4naipiGyial,…,∞行列の

固有値) H ¢= 飛i ]E¿ がはコ 1 かつ

Vyかつm
とれる

( aestya ) = ψi ℃x) 、ci
l

ゆ= 2 xidi
ー

'



6_-
3 .量子力学の公理 、 ( 1a)

.

{ )波動関数
公理工 。物理系 の状態 は複素ヒルベルト空間北のベクトル状態」

ψ ix) で表わされる

97φ ( y,4 ()4 F α, βとしたS. 建 ()+βφ Ca) El .

これは、線形重ねあわせの原理(分子 がも 渉が} できるのは 線形重的世のおかげ、
公理亜

、

物理量 「

ー

物理量 ; つまり 観測量 (observable) は 北上のエルら-た 演算子 Aで 表わをし
むいえ、ト行列の固有値は実数なので測定値も実数にしたい自然の要請>

例、位置演算子xΨ{) → x4以 定理
運動量演算子 β a - ihx ーでh品 はエルミート

1クーロン 引力 h = 5 演算子である
。

公理耳 、 測定
物理量AA の 固有値、固有 ペクトルを A飛 =aiiい… ∞ ) とする。
系の 状態照 Ψが のとき ψ6] ← ☆ Cixi(x) と書ける

。

idx

1 ベクトと } il' -1か ) 4 )"an! )波動関数し に規格化されているとする

をて
。
ここで Aを測定すると

① 測定値 aiのどれか
② 確率 Plaij ÷ Cif

] は 。

‰(x)に 収縮、 (写射)③ 測定後の 系の 状態( ベクトル
波動関数



<CO(3 ' ;-45

公理I
田波動関数は 線形の 波である

。

電子 の 2重 スリット 実験では 、電子 が 波 ”

となって 自分自身と

干渉していた
。 Ψ , 中 を波動関数として αβを 任意の

複素数とすると、
αψ +βφ も 波動 関数となる 。

これは、 線形代数でも 習ったはず) ののβ を 任意のスカラー

µ , Vを 任意のベクトwとしたとき、 のM +βu もベクトルである 。

ベクトル 空問の 公理と全 く同じい形をしている。
.

二重スリットでは 、 上 のスリットを通る 波動勤関数 を 中上
、

下 こ 下
としたとき

、
性 t性 として 波が 重ねあわされる

。

スのワーン上での 座樽 を xとすると

4上(x] t ψ% (x)火
へ

i 1
= 0 となる 点 は 暗線

uum笑一 であった

「



定理 A の期待値や> は

4 .A47- .にai またはや> - .A4 oy ax

公理 O 時間発展
せt 系の]状態 ]がΨ の(ct)ときΨ( x、t)は 、シレーディンがー 方程式

ベクトル
波動関数
ih4(xt)=H 4 Cxit)

に 従う
。
片 は

。
系のハミルトンアン

定理片 が 時間 に 陽に依存しないとき

ihΨ[s,t ) = 片fGit)は

時間に依 なしないシにディンガー方程式H

4 m、 - E 4Cx)に
H φ (x) = Eφ Cx) のとき

、

中 : エネルギーの 固有状態
E: 固有 エネルギー。

解は 一般に無限個ある
。 中 .( ) ,中る()$ y() …
E
, Ea ,

E }
…



例えば 、 系 にある粒子 のエネルギーを測定 するとはどういうこと

だろうか?

前是木
⑨ 系 のいミルトニアレは 片 で

、
ュレーディンガー 方程式

げ48 = :
% 1 j = 102, … )

は 解けているとする

⑨ 系 は状態 にあるとする
。

β さらに 。 =感5 g で 展聞できることが知られている。

[ 線形代数でいうところの基に分解)
の 規格化のため一般性を失なわずに = 1 とできる

。

4 であったときエネルギーを測定する
、

¿
4; のどれかに

↓ Cjにの 確率で 収縮

エネルギーの 測定値として Ej を 得る
。

( エネルギの 測定方法 については明言していない。 あくまで 原理的
な話 である )

つまり 系のエネルギーを 測定すればシレーディレが方程式が 能ける ( ? )



例

( H= (苦 ! ? ) のとま。
み、 = ( β) ×=- 1 x= (' ) λ 2 = 1

系がつに 飛いう状態にあるとま。
H
を測定すると、

。 0
.5の 確率で 中) に 収縮 し 測定値 -1 を 得る。

0 .5 の a ( 星 ) に収後し 測定値1 を 得 る 。

例、

A男 は B子が好 きである
。
しかし B子 は 、好 きと無関心 の 間

にある
、

B 子の 波動関数は
。

このとき

( 子] 二 き )c 08 θ t 悪関( 心) sinθ .

ー

で表わされる。
規格化各件は orθt sinθ=1 となている

。

たしかし、確率 で好 き)状能と無関心)状態 のいずれかを得る
。

A男は B 子の 心 を 知りたい。 好
き演算子で 、 B子の測定をすると、

うまり “ 自分 好ききか ? ” と A子にたずねるというを演算 作用 させると

不cosθで 好 き )にジャンプする。 、おめでとう(? )またsinθ

で無関心) にジャンプする
。
残念

。
(?)

人間の心 がよくわからないのは、 心生里 状態 が線形に 重ねあわされる

からだろう。 勇気をもって (?) 演算子 も作用 させなければなるないのも
なかなかきびしい。 好き)にジャンプすれば良いが 、(無関 にジャンプしたち
その後 ずっとそのままだからだ。



6 -4 正準量子化シデが方程式 をてる
。

正準量子比 は何故そうなるがよくわからないと 思 うが、 実験で 否定されたことはない

系の 古典 いミルトニアン H [Px) がわかっているとする。
大( ざっぱに) 系のエネルギー表現を 位置みと 運動量P で 表 わしたもの( 近 しくは解析が

xはそのままP は 一 で品へ 、 おきかえる 。 ( p] = ibJ
↓

量子力字的 ハミルトニアンを得る 片飛)

例 1 次祝 、術 VV) 下 での 粒子

古典的 ハミルトニアントに
2㎡+ Vix)

量子的 ミルトュアン げ =

2m

‰㎡+ Vc)
ジュレディンガー 方程式 でh8tun、t1 - (n品+ wx))xCx

、
t)

シー時間にデェンガー方程式成Ur (:Ennkl-2 m㎡品tQh)V4nx) =E1 )n
(n =1, …,

x)
しない
ー

一般解 41x、t )= Cn 4nix) e
-
iEnt/h

例 .火素原子。 oe
-

古典的ハシルにニアン [陽子固定] ガ
トに2。 ~4 飛がでや
量子的 ハミルトニアン

“ ⇒次回 からこれを解く
、

げ=~2
m品 +靭品+ ‰) 一飛ば




