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構造化学 4 回 目 。 1 つ ! て。
前回 まで で

. .

原子の存在 電子 機の 存在の実験的 証明がされ
光

、
物質の粒子性波動性 の実験的証明もされたことを紹介

、

古典 怪の 破綻 が 確実となり
、
新しい物理を 建はする必要

がでてきた 。 今 で は 量子力学 と よばれる
。
量子力学 で は

、

波動方程式 または シュレディンガー 方程式 を 解く
。

今回 は 、
古典姑から 量子力学 へ 移行する準備を 行う

4-1 1次元の 波動方程式 弦の 微小振動 とに導出

4、で 波動方程式 の 解
、

4 -3 . ド・ブロイ の 物質波 と
、
波動方程式が

たし、デ× ンが 方程式 を 着いた つもりに なる
。

幾何 光学、4-4 )波動光学 ・ | と {硯 別 の 間信
量子力学
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4-1 1次元の 波動方程式 弦の 微小振動 とに導出

下図のような弦 を 考える

ひ (な)でt.TL・Rfswzo l
① 0

, l ,比でも 0.tl こ ひ ( ft ) = 0 . と 固定 。

② 弦 は
、 x軸に 垂直方向

。
(ひ軸方向 ) に動く

③ 弦 の 密度は 一様でf とする 、

④ 弦と を軸 の なす 月 0 は 小さい 0《 1

⑤ 弦には 接線方向 に張力 T がかかる
。
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Disk弦 の 運動 方程式
・点 を まわり の御船鑑

、

たよりを
運動方程式を 考える 。

変位を 誇張して 書いてます !
し

た
'

た 、 ドsina.it !iii.
璡 x 矬(

R まず も軸方向 にはか がかから ない ことを 弦涊 しておく
②よりた cos0 に たい02
④より 0 、

~ 0
、
《 1 従って soso.IT が成立

。

つまり Tにたに T
、
どの点でも T という の と矛盾しない)

ひ軸方向 に かかる 力 に は
、

F = Tina-T、 sinOF Tina- T sin G

機矬「 先嵶
となる

、



C) po
運動方程式 をたてて い 35

た ma= 「𠠇けが剬域
= 9 △に じ器 m = fa

,
a=剝

@ △え 。-70 と 不五限 をとる と
、

磯璣恒一蹴
二 T 歳 △も

f 器漣 となる。

Cは 速度とよばれる、=言 とすると
_

機 = 罭0
となって いた元の 波動方程式 とよばれる

。

方程式 が 得 られた .



4-2 、 波動方程式 の解
、

13:35

も 態 器 は仙

は
、
無限に 触を もつ(特に こ階の 偏微分方程式な ので)

具体的な 能を 得るには
、

2 つ
の 定数が必要となる

。

檄な 定数の
定め 方 があるが 、 今回使うの は 、

境界での点 の 値 をきめる
" ディリ クルの 境界条件

である
、 つまり ひ10 , t) = alt Y) = 0 .

-

、 端点を 固定する
、
となる。

さまざま な現象 が この波動方程式 を満たす .

• たい。 振動 、

(音)
・ 光、

(電磁波)
o 水面の 波

具体的 な刑をみるまえに。 ひしが) がひ(M-wt)

という形 をとっ ている場合 、
波動方程式 をみたしている こと を 強めよう

影ひ(knot) = addknot)
。

長2

ひ(knot) = に品もknot」
で喆 ひ = 𥖧、

ute品 ・

となり ー だ こじで

たしかに 波動方程式をみたすさとがわかる、



「

1 3 ! 40 -45

Q ひ (knot) が 、

波動方程式 を みたす 意味を
考える

、

① ある現象が刑 をかえず 一定の 方向 に進むと する とはら
このような現象は 、

"波らしい
"ので

。

波動方程式を満たしてほしい

2○ ある現象 が 周期的 なパターンを もって 存在 している
。

このような現象 ば波らしい
"

ので波動方程式 をみたいほしい

① をたしかめる
、

下図 の ような現象 ひいしさ) があるとする
.

.

波は速度に Y で進む

。

毬集
et

t = 0 で ひ につい
た t で ひしんつしー wt) と なって いる か?

ひ (KM に も や スー を 代入 する と

ひ(他一 ct) ) = n(kn -KD
= ひ (KK - Cut )

.

となっていて
、

たしかに 刑 を かえずに 進む 。
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② をたん かめる 、

ひっ

典恵
.

..

Et で
、

ひ (K tON = ひも) なる 関係が 脱するとき
、
周期的

、

つまり
ひ ( k (つけ△ル) tert) = ひ(M-WT)

.
が成立

、

ルで 2 回 偏微分する と

台で北比でりet) = 嵓 ひ (knot)_

= 栽ひ
.(knot?

GE ひしん庭いり ーは)
= tn(m-w

となる

え f ひと+a)not) = も嵓ひこ ど怠ひこ怠ひしん (NoN -wt )

よ 。て 波動 方程式 を清んている ことかわかる 。

。
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一般解
.

を求める 、 55

このような 方程式は 度数分離法でとく 、

ひいし
、t) = f(つり g

と積でかく これを
、 も㐂た 。長く に代入すると

E 8"せない) = t
"
いい gも)

で韞 鞠
左辺 は、 tのみの 関数

、
右辺は っしのみの 間 を2となる

。

従って 両辺を定数-よとする (川

で 豳 =が 譜 =が

2

これは fN) = 一の th

HM = Acos txt B sin の ル

境界条件より
、 faに Sin T" (n = 1.2.3 -.-m

が碑られる
、

同柱にして gt ) についても 続け、

ひしつしか 二 fnいい gも) = an Sin
"率 cos (Wnttf )

m

を 得る
。



1 4呎
fn の 形

nithenft𢛳にがぜんinnnrn
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3 - 3 ド・ブロイ の 物質波 と
、
波動方程式から 14.00

たし、デ× ンが 方程式 を 着いた つもりに なる
。

(あくまで 導出 したつもりである ことに 留竜 いっ
_一)

量子力学での岩本 方程式は、 シュにデの こが- 方程式である
、

一 次元 系で あるポテンシャル V1川下での 粒子 の シン(一ディンが

方程式を

① ドブ。 イ の 間係式 A =f .

p
2② -粒子の 運動さネば E = zyt V ない .

波動方程式 た器=慧
④波の期 関係式 2もに W 、

ンたで

⑦系 は 定常 状態 ひしがりき (Ne では にある
.

という 仮定 から 求め しみる 、

まず を③に代入
」

いりもど) 心
= 幾

能+ E 4いりで



「

14:00

必 05慧t.EU = 0 から 砂7.co2

T
=
4で笹 = 4大弐 = T '

8
_
4
+ 越 4 =0. . . .

① 入 = f と ② E = 岳 + v . より
、

p =Et

✗ = an疌
世 ) に 入 ニ

い
一

ん

_
を代入 する と

、

ff t袋 . 2m(Et) 4= 0.

FE を 代入し て

芸器2 t (Et)4 = 0 とし、

さらに変形して
.

- Et器、
十V4 = E4.

を 得る
。
もれは 一次元 系 で V という ポテいやし た

における (時間に 依存し ない ) シュレーディンガー 方程式である
。
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4-4 {波動光学 ・ | と {幾何測 の鷴 14:15

量子力学 古典 力学

光( 電磁場 ) を表す 方程式は マクスウェル方程式 とよばれる
。

雷 者や 電流が なく
、 電場は 、

北だけの 関数知いも) とすると

マクスウェル方程式 は Z.rs軸方向に 振動 するような波動方程式

壇謎慧 壇 = 毧箟
となる

。

ならば
、
幾何光学とは何 だろうか? 直線的に 光が動く ことも

また事実 である
。
フェルマー の原理では、

"光は
。

2点 間 「

最小 経路になるように を 進む
"
であった

。 という ことは
、

何らかの 極限で 波動光学は 幾何 光学 に

なるはず 。 (ランダウ = リフシッツ、 場の お典淪 § 53)
、

これは 洗長 入 → 0 という ことに 等しい

電磁場は、 f =0
で でもが 大きい 時に

相当 する、 これをアイコ アール 近似 とよぶ
、 点 Aから点13へは

さまざまな 波が発され 、 到着する が 、 0が大きい と
_

経路が 最小の もの 意外は すべて うちはし あう。

これが 幾何 光学へ 移行 する 。

てりえらてん 方程式 → アイコ たん近似 → フェルマー の原理
-



14:15これは 量子力学に とり入れられない だろうか ?
14120

相当 するのは
、 プランク 定数 h→ 0 の極限だ う

。

波動関数は M= 9ど0 という アイコナール近似を 考える
。

古典力学 では 、 端点 固定 の作用 積分が 最小になるような

軌跡を 通る 、 S = Pat
a

で 8 0

波動 間数 4(っし) = et (f Sa ) と おきかえてみよう 。
(WKB近似)

これを シュレーディンガー方程式に代入する ため に

一式蹴十 年 = Et
.

.
t = e

も"
に穴 の 微分を 先に行う

跳も州激戦 域別一環述兜機でない

から 、
シュレーディンガー 方程式に代入して

治𠠇 t 出朝 が
+ V館た区域" となる

ここで 、 5→ 0 として量子 、力学 から 古典 がる へ 移行 し、

っ

さらに 両辺 を ESか で 割って
式婚} t i = E

.
を 得る 。

よって ハミルトン ・ ヤコビ の 運動方程式 が出る
( ランダろ ・ リフシッツ 量子か ま 、 1 § 17 巻照)


